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Abstract. Detecting repetitive sequences is relevant in many areas of kno-
wledge, such as genetics, data compression, and text processing. In this arti-
cle, a solution to the problem of identifying the smallest sequential repetition in
a string is addressed. Tandem arrays are a special group of strings made out
of the repetition of smaller non-empty strings. The algorithm analyzed in this
article has its focus on detecting the smallest repetitive unit of a tandem array
in linear time, according to the size of the input string. It also validates the
functionality of the algorithm.

Resumo. A deteccdo de repeticoes é relevante em diversas dreas, como em
genética, compressdo de dados e processamento de texto. Neste artigo é abor-
dada uma solucdo para o problema de identificar a menor sequéncia repetida
em uma string. Tandem arrays sdo um grupo especial de string formadas pelas
repeticoes de strings menores ndo-vazias. O algoritmo analisado neste artigo
tem enfoque na detec¢cdo da menor unidade de repeticdo de um tandem array
em tempo linear, em relacdo ao tamanho da string de entrada. Também é feito
uma validagdo da funcionalidade do algoritmo.

1. Introducao

Em genética, sequéncias repetitivas de dcidos nucleicos, também chamadas de tandem
arrays, sao sequéncias de DNA que aparecem adjacentes, seja de forma direta ou in-
versa. Essas repeticdes possuem utilidade no mapeamento do genoma humano, na
identificacdo de doencas, e em estudos forenses e populacionais, e sdo computdveis a
partir da identificagdo de padroes [C. S. Gées 2005, Sokol et al. 2007]. Além disso, a
identificacdo de sequéncias repetidas € relevante para dreas como compressdo de dados,
na identificacdo de runs [Peterson and Davie 2022], e para edi¢do e processamento de tex-
tos no geral [Aho 1990]. Este artigo apresenta um algoritmo vantajoso para a computacgao
de sequéncias repetidas, que pode ser utilizado principalmente para a deteccdo de randem
arrays.

2. Definicao do Problema

Seja >~ um alfabeto finito cujos elementos sdo denominados letras; uma string S € uma
sequéncia finita de letras de }_. O comprimento de .S é o niimero de ocorréncias de letras
na sequéncia, denotado por |S|. Dado um indice 7 e um indice j, com 0 < ij < |S]|,
denotamos por S[i : j] uma substring de S que comeca na i-ésima posi¢do e termina na




j-ésima posicdo [Nakamura et al. 2013]. Por um padrao de consisténcia com o pseudo-
codigo, iremos adotar o primeiro indice da string como sendo de valor 0.

Um tandem array é uma string S que pode ser representada como a seguinte
concatenagdo UU...U = S, onde U é uma substring de S chamada unidade de repeticao.
De forma mais simplificada, podemos representar um tandem array usando a Repetition
Representation (of a String) (RRS)[Nakamura et al. 2013], no qual utilizamos o formato
U* ao invés de UU..U, onde U repete k vezes.

Com as definicoes ja estabelecidas, o problema pode ser especificado da seguinte
forma: dado uma string S, determinar se ela € um tandem array, e se for, determinar uma
das unidades de repeticao U tal que |U| seja o menor possivel.

3. Solucao

Para a comparagao dos algoritmos aqui presentes, sera utilizada a notagdo Big O, que de-
fine o comportamento limitante de uma fun¢ao, ou seja, a quantidade de operacoes realiza-
das por cada algoritmo quando a entrada cresce tendendo ao infinito [Mala and Ali 2022].

3.1. Algoritmo ingénuo

Conforme especificado, U é uma substring de S, e por ser periédico, pode ser represen-
tado usando RRS por U* = S, e de forma trivial, é possivel perceber que U = S[0 : T
para algum 7" € {1,2,...|S|}. Dessa forma, o problema pode ser reduzido a encontrar
o menor valor de 7" valido. O algoritmo ingénuo verifica cada possivel T' comparando
todos os indices em S segundo a relacdo S[i mod 7] = S|i]. Esse algoritmo apresenta
complexidade temporal O(N?) em fun¢do do tamanho da string. E possivel notar que o
algoritmo parte do principio que a string de entrada é um tandem array e tenta encontrar
uma resposta mesmo que nao exista, e caso a entrada nao seja um tandem array, ele ird
retornar 7' = |5].

3.2. Algoritmo proposto

A solugdo aqui proposta busca reduzir o nimero de verificagcdes necessdrias, reaprovei-
tando as verificacOes anteriores para confirmar se determinada substring € de fato vélida.
Dessa forma, quando S[i mod T'] # S[i], descartamos a possibilidade de S[0 : T ser a
resposta para o problema e incrementamos em um valor de 7" para continuar a checagem.

1: function SOLUTION(string S[/V])
2 T <+ 1

3 for 7 <— 0 to 2V do
4 while (S[i mod T'] # S[i mod N]) do
5: T+ T+1
6 end while
7 end for

8 return S0 : T

O algoritmo apresenta um tempo de execucdo linear O(N) em relagdo ao tama-
nho da string de entrada. Isso pode ser identificado pelo lago externo limitado por |S|,
enquanto o lago interno nao reinicia a cada iteracdo, mas continua a execugao a partir do




tltimo valor de 7', incrementando-o progressivamente até atingir |S|, visto que a condigao
S[i mod T = S[i mod N] sempre serd verdadeira para 7" = N. Dessa forma, o lago ex-
terno itera 2N vezes, enquanto o laco interno itera em no méaximo /N vezes.

4. Prova

Para verificar a correcdo do algoritmo, dividimos em dois casos a serem analisados: Caso
A onde a string de entrada ndo é um tandem array, e Caso B no qual a entrada é.

4.1. Caso A: entrada nao é tandem array

Esse caso pode ser contornado caso forcemos que a entrada seja um tandem array, € 1Sso
pode ser obtido ao concatenar a string de entrada a ela mesma. Na soluc¢do proposta, o
mesmo resultado € obtido ao multiplicarmos o nimero de iteragdes no lago externo em 2
e aplicarmos mod|S| quando acessamos o indice da string de entrada.

4.2. Caso B: entrada é tandem array

Para esse caso, 1" representa qualquer um dos valores que podemos encontrar para a uni-
dade de repeti¢do U tal que U = S[0 : T] e U* = S. Definindo T},;, como o tamanho
da menor substring possivel, é inferivel que, quando 7' = 1,,,;,, a condicional do lagco
interno nunca serd verdadeira, entdo o valor de 7" nunca serd incrementado acima do pri-
meiro 7,,;,. Outro ponto que podemos induzir € que, como 7' cresce a partir de 1, o
primeiro 7,,,;, encontrado serd automaticamente a menor unidade de repeticdo, visto que,
se existir outro 7,,,;, para a entrada, ele terd que ser maior do que o primeiro.

Se fosse possivel que o algoritmo encontrasse um valor 7' < 1,,,;,,, significaria que
S[0 : T nunca violou a condi¢do S[i mod T'] = S[i mod N] ao longo da execugdo apds
a ultima ativagdo do laco interno. Isso implica que alguma substring de S[0 : T é sufixo
da string de entrada.

Além disso, como T é menor que T),;,, 0 segmento S[0 : 7| é um prefixo de
S[0 : Tin). No entanto, para que S[0 : 7] pudesse ser um periodo vdlido da string
completa, ele precisaria ser capaz de reconstruir S[0 : T,,;,] repetindo-se integralmente
dentro de S[0 : T,n). Isso levaria a uma contradigdo: se S[0 : 7' fosse um sufixo de
S[0 : Tynin] € também um periodo da entrada, entdo 7T,,;, ndo seria a menor unidade de
repeticao, pois um periodo menor teria sido encontrado. Como 7,,,;, ja foi definido como
o menor periodo valido, ndao pode existir um 7' < T,,,;, que satisfaca a condi¢c@o do lagco
interno sem ser rejeitado.

5. Avaliacao

Foram feitos testes de desempenho para demonstrar a linearidade temporal do algoritmo
proposto e compard-lo com a versdo ingénua e uma implementacdo usando o algoritmo
KMP [Knuth et al. 1977], o qual também resolve o problema em tempo linear. Os resul-
tados sdo visualizdveis na Fig. 1. Para a realizacdo dos testes, foi utilizado um notebook
Aspire A315, com 8 GB de memoéria RAM. Foram utilizadas 26 entradas de 100 até 24
mil caracteres, armazenadas em diferentes arquivos, sendo todas tandem arrays. Para
cada entrada, foi feita a média entre 4 testes. O algoritmo proposto obteve um desempe-
nho similar ao algoritmo usando KMP no geral.



Algoritmo ingénuo
—=—  Algoritmo proposto
—— Algoritmo usando KMP

Tempo (ms)
<

02 04 06 08 1 1.2 14 16 1.8 2 22 24
Tamanho da entrada 104

Figura 1. Comparacao de tempo de execucao

6. Conclusao

Em suma, foi demonstrada a execucdo do algoritmo para encontrar a menor unidade
de repeticdo em um tandem array, garantindo que ele sempre retorne o menor periodo
védlido. Embora o algoritmo ndo traga uma proposta completamente nova, ele oferece
uma soluc¢do eficiente, similar ao algoritmo KMP [Knuth et al. 1977], que também opera
em tempo linear, porém com uma implementagao simplificada. Além disso, a aborda-
gem pode ser adaptada para o problema de Minimum Repetition Representation (MRR)
of a Tree [Nakamura et al. 2013], onde a identificacdo de padrdes repetitivos auxilia na
compactacgdo e andlise estrutural de rvores.
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